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SUR LA CONNAISSANCE MECANIQUE DES CORPS. 


PAR M. EULER. 


I. 



n peut établir une triple connoififance des corps , la géométrique. Table I. 


V-/ la mécanique, 6c la phyfique. La connoifTance géométrique 
ne regarde que l’étendue & la figure des corps: c’cfl la partie de la 
Géométrie, qui efl nommée la Stéréométrie , qui renferme cette cou- 
noiffance. La connoififance mécanique confidere les corps entant qu’ils 
font matière, fans avoir égard aux qualités dont la matière efl douée; 
6c il s’agit ici de connoitre, non feulement la quantité de matière dont 
chaque corps efl compofé , qu’on nomme famaflè; mais auffi la ma- 
nière dont la matière cil diltribuée par toute l'étendue des corps. 
Cette connoififance efl abfblumcnt nccefïaire lorsqu’il efb queflion du 
mouvement des corps; 6c c’efl par cette raifon, qu’elle efl nommée 
mécanique. En fin la connoifTance phyfique des corps renferme tou- 
tes les antres propriétés ôc qualités des corps, qui font le propre objet 
de la Phyfique. 

II. La connoififance mécanique des corps cil le fondement de la 
Mécanique, puisqu’on ne fàuroic déterminer le mouvement des corps 
(ans connoirre leur mafle, 6c comment la matière efl diflribuée par 
toute leur étendue. C’effc de là qu’ort.a tiré l’idée du centre de gravité, 
dont la connoififance efl, comme on fait, de la dernière importance 
par toute la Mécanique. L’idée du cenrre d’oscillation y doit auffi être 
rapportée, au lieu de laquelle on peut fùbflituer celle des moment 
inertie, dont je me fuis fervi jusqu’ici avec bien du fuccès dans mes 
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recherches mécaniques. Mais je viens de découvrir encore d’autres 
idées fur cerre matière, qui Semblent porter notre connoifTance mécani- 
que à un beaucoup plus haut degré de perfection: du moins m'ont 
elles fervi à refondre des problèmes mécaniques, qui nfavoicnr paru 
intraitables fans leur fecours. Toutes ces idées jointes enfcmble four- 
ni roi en t un fy Heine ailes complet: de la connu iiFance mécanique 
des corps, 

La t/tajfe III. La première idée que la connoifTance mécanique des corps 
des coips, nous préfente, eft celle de leur mafle, qui eft l’aflemblage de toute la 
matière, dont le corps eft compofé. Or lit maticre n’entre en confidé- 
ration, qu’entant qu’elle eft douée de l'inertie; de force que la mafle eft 
la mefure de l’inertie, ou de cette qualité des corps, par laquelle ils 
s’efforcent de demeurer dans le même état , ou de repos , ou de mou- 
vement uniforme reétiligne. En examinant les phénomènes de la 
gravité, on a trouvé que le poids de chaque corps eft proportionnel 
à fa mafle, du moins dans la même région de la terre; & partant il eft 
permis de regarder le poids de chaque corps comme la mefure de fa 
maffe. S’il eit qneftion des corps qui fè trouvent loin de la terre, leur 
maffe fera exprimée par le poids que ces corps auroient, s’ils écoient 
placés à U furface de la terre, &. même dans la région qu’on aura ehoifie 
pour y fi:-:er cette mefure. Ou bien, il fuflit de connoirre le rapport 
de la mafle d’un tel corps à celle d’un corps fur la terre , dont le poids 
eft connu. On comprend, fans que j’nye befoin d’en avertir, que je 
parle ici du poids que les corps auroient dans le vuide. 

Le centre de IV. Si la matière dont un corps eft compofé , écoic également 
g, avisé. diftribucc par toute fon étendue, la connoifTance de fà maffe feroit fuf- 
fifanre pour en connoirre toutes les rélations au mouvement; & la con- 
noiflance géométrique de fâ figure fourniroit routes les autres idées, 
qui entrent dans la confidération du mouvement: de tels corps font 
apellés homogènes. Mais, fi la maticre eft inégalement diftribuée par 
l’étendue du corps, il en faut tenir compte dans la Mécanique; & de 
là refuirent plufieurs idées, qui dépendent de la diftribution de la ma- 
tière 
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tierc par l’étendue du corps, dont la plus connue eft celle du centre 
de gravité. Tout le monde fait, qu’il fe trouve dans chaque corps 
un certain pomr, autour du quel la pefànteur eft quafi ég-alemcnt diftri- 
buée , dedans lequel on Te puiffe imaginer, comme fi toute la maflè 
du corps y feroir réunie. Mais cette idée eft trop vague, & demande 
bien des cclairciiîcmens 6c des rectifications. 

V. D’abord qu’eft-ce que cette égale diftribution de la matière 
ou de la pefanteur autour du centre de gravité? S’imagine - t*on que, 
fi l’on coupe un corps par un plan, qui pafie par fbn centre de gra- 
vité, les deux parties feront également pcfàntes? Cela feroit bien 
vrai dans un globe ou dans un cylindre homogène, mais un cône, 
quoiqu’il foit homogène, détruit cette explication; car le centre de 
gravité d’un tel cône fe trouvant dans Ton axe, à une diftance de la.bafe, 
qui eft le quart de fa hauteur, fi l’on coupe le cône par un plan paral- 
lèle à Cp. bafè, & qui pafie par fbn centre de gravité , le cône retran- 
chéfera au cône entier comme 27 à 64. donc il fera plus petit que la 
moitié. Or, fi le corps n’cft pas homogène, il n’arrive presque ja- 
mais, que les fèéiions faites par fon centre de gravité le partagent en 
deux parties égales, ou également pefanres. 

VI. Il en eft de même de l’autre propriété alléguée du centre de 
gravité, qui fupofe qu’on puiflc toujours concevoir la maire ou le poids 
entier du corps comme réuni dans fon centre de gravité. Cela neft 
vrai, que lorsqu’il s’agit de l’état d’cquilihrc, ou d’un mouvement 
purement progrcilif des corps, où tenues les parties fe meuvent à cha- 
que inflant avec des vi telles égales fbivant la meme direétion. Or, 
dès que le mouvement cfl gyratoirc, ou fe fait autour d’un axe fixe, 
cette fupofirion n’a plus lieu : 6c. l’on fait que le mouvement d’un pen- 
dule cft bien différent de celui qu’iî auroit, fi toute fà malle étoir réu- 
nie dans fbn centre de gravité. C’cft alors à un autre point qu’il faut 
faire attention, & qu’on nomme le centre d’oscillation du pendule. 

VII. De là il eft évident qu’il faut mieux fixer l’idée du centre de 
gravité. Et d’abord, il eft confiant,' qu’il y a dans chaque corps un 

R 3 certain 


# 134 # 

certain point, qui ricnrun certain milieu entre la matière qui compofe 
le corps, dont la connoiflancc eft de la dernière importance dans route 
la Mécanique, Quand le corps fc trouve à la fur t'a ce de la terre, ce 
point eft bien le même qu’on nomme fon centre de gravité ; mais, 
quand même le corps ne fe rrouveroir dans aucune liaifon avec la terre, 
ou qu’il ne feroit pas afïùjctri à l’action de la gravité, ce point ne lui 
feroir pas moins cfienricl, & entreroit également dans la détermination 
de fes mouvemens. Donc, puisque ce poinr eft abfolumcnr indépen- 
dant de la gravité, Se. qu’il eft déterminé uniquement par la diftribu- 
tion de la matière donc le corps clt compofé, je le nommerai plutôt 
le centre de maffe y ou le centre d'inertie de chaque corps. 

VIII. Il faut aulfi confidércr, qnc ce centre d’inertie ne convient 
avec le centre de gravité du corps, que lorsque les directions de la gra- 
vité fur tous les clcmcns du corps font parallèles entr’ elles, Se que le 
poids de chaque élément clt proportionnel à fa mafle, comme on 
peut le fuppofer, quand le corps fe trouve h la furfhcc de la terre , & 
que fon étendue eft quafi infiniment petite par rapport à la diftanec au 
centre de la terre. Mais, h le corps croit extrêmement grand, de 
forte que, ni les direftions de la gravité ne feroiem plus parallèles en- 
tr’elles, ni les forces dont les parties du coqis font (bllicitées, pro- 
portionnelles à leurs mafles; ! idée même du centre de gravité n'au- 
roit plus lieu, quoique celle du centre d’inertie lui fût egalement 
eficnricUe. 

Le centre IX. Par ces raifons il convient de feparer tour à fait l’idée du 
centre d’inertie de l*a£Uon de la gravité. Il s’agit donc de donner une 
jufte définition de ce point, que je nomme le centre d’inertie de cha- 
que corps. Si nous regardons à l’origine de cctre idée, que fournit 
la Mécanique, on conftderc des forces appliquées à chaque élément du 
corps, qui foîcnt proportionnelles chacune à l’inertie, ou la mafle de 
l'élément, auquel elles font appliquées, & que leurs dire&ions foîcnt 
parallèles emr’elles. Alors on cherche la direftion moyenne de tou- 
tes ces forces élémentaires; & l’on obfèrve que cette dire £1 ion moyen- 
ne 
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ne pa/Te toujours par un certain point du corps , quelque dîrcéUon 
qu’on donne aux forces élémentaires. C’eft donc ce point, que je 
nomme le centre d’incriie de chaque corps, âc qui cft le même que 
fbn centre de gravité, lorsque le corps fc trouve aux environs de la 
Terre, & qu’il n’cft pas trop grand, pour qu’on puifTe eonftdérer les 
forces élémentaires de la gravité comme proportionnelles aux maiTes 
des élcmcns, & leurs directions comme parallèles enrr elles. 

X. Mais, pour dégager cette définition de la confidcration des 
forces, qu’on rapporte le corps à un plan cmcîconque, en multipliant 
la maiïe de chaque élément par fà diftanee à ce plan; & la fômme de 
tous ces produits fera toujours égale au produit de la maffe entière du 
corps par la diftanee de fon centre d’inertie au même plan. C’eft en 
cela que confifte la nature du ccnrre d’inertie. Mais on a raifon de 
douter fi cette définition cft péllible, puisqu’elle fcmble plus que détermi- 
née. Car, prenant à volonté trois plans, auxquels on rapporte le 
corps de la maniéré prefèrire, il cft clair que de là le centre d’inerrie 
fera déjà déterminé. 11 eft donc encore douteux, fi ce poinr aura la 
même propriété à l’égard de tous les autres plans: au moins n’cft-il pas 
permis de le fuppofèr; mais cela demande une démonftration particu- 
lière, fans laquelle la définition donnée fèroit abfurdc. 

XI. Pour rendre ectre définition plus intelligible, je nommerai le mmtn: 
moment d’un corps par rapport à un plan donné, la fomme de tous les d'nnarpsptir 
produits, qui reluirent en multipliant la mafle de chaque élément du ’ a PP 0,i a 
corps par fa diftanee au -dit plan. Cela pofe, je dis, qu’il fè trouve^*’ 

dans chaque corps un certain point de cette nature, que le moment 
du corps par rapport à un plan quelconque eft toujours égal à la 
maffe entière du corps multipliée parla diftanee du dit point au même 
plan. Enfûire, ayant démontré l’exiftcncc de ce point, la définition 
n’aura plus de difficulté en difanr, que c’eft ce point qu’on nomme le 
centre d'inertie d’un corps. Il faut remarquer ici, que, fi le plan cou- 
pe le corps , de forte qu’une partie du corps fè trouve d’un côté & 

1 autre de l’autre cote du plan, le moment d’une partie par rapport au 

plan 
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plan doit être pris négativement à l’égard de l’autre; tout comme la 
nature du calcul exige, où les diffunces, qui tombent à l’autre côté 
du plan , doivent être cenfccs négatives. 

XII. Voilà donc un Théorème, dont la démonffration doit 
précéder notre définition. Pour ccr effet, je remarque d’abord que, 
s’il y a un point dans le corps, qui a la propriété décrire par rapport 
à un certain pian, il aura la même propriété par rapport à tout autre 

tig. 1. plan parallèle à celui là. Car, foie LMN un corps, dont la maffe 
— M, & I le point en queftion, dont la diffance au plan propofe 
foit “ /. Qu’on confidere un élément quelconque du corps en Z, 
dont la maffe foie ” tfM, 6 c la diffance au même plan ~ x. Le mo- 
ment du corps par rapport à ce plan fera donc —f x 6 c par l’hy- 

pothefe f x dM ” M/l Qu’on prenne maintenant un autre plan pa- 
rallèle au précédent à la diffance z= r, ^puisque l’élément d M en Z 
fc trouve à la diffance e -f- x> le moment du corps par rapport à ce 
plan fera ' f (f — (— jv) rfM ^3 Me* — (—/Irfl'M “ M (f— H f) à caufe 
de fxdyi — M f. Or c — / étant la diffance du point I à ce nou- 
veau plan, le moment du corps eff égal au produit de la maffe M par 
cette diffance du point I à ce plan. 

Fig 2 XIII. Rapportons maintenant le corps à trois plans AOB, 

AOC, & BOC, perpendiculaires entr’eux, les trois droites AO, 
B O, & CO, fe croifàns perpendiculairement à ce point O, 6 c l’on 
pourra marquer le point I dans le corps, qui ait la propriété preferite 
par rapport à ces trois plans propofes. Que IH foit perpendiculaire 
au plan A O B, & H G à la droite OA; 6 c nommant les ligges O G 
— Si H I ~ hj la droite f fera la diffance du point I au plan 
BOC, g celle au plan AOC, 6 c h celle au plan AO B. Qu’on 
confidere un clément quelconque du corps en Z, dont h maffe foit 
— d M, la maffe enticre étant ~ M, 6 c tirant -pareillement la droite 
ZY perpendiculaire au plan AOB, & YX à la droite OA, foient 
QX — x, XY ' — y 6 c YZ ” a. De là le moment du corps 
par rapport au. plan BOC fera /x à M — M/, par rapport.au 


plan AOC zzr.fydM “ & par rapport au plan AOI3 zr 

fa a‘M rz ?t I it ; d’où trouvant les rrois lignes /J g t h , ic lieu du 
point T fera déterminé. 

XIV. 11 y a donc: certainement dans chaque corps un point T, 
qui a la propriété preferite par rapport aux rrois plans perpendiculai- 
res entr’euxi & partant il faut prouver , que la même propriété con- 
vient au point I par rapport à tout autre plan. Or il fuflir de le 
prouver à l’égard d’un plan quelconque, qui patte par le point O. 
Car, après avoir démontré eetre propriété à l'égard de tous les plans 
qui partent par le point O, puisqu’elle a lieu auttt pour tous les plans 
qui leur font parallèles, elle fera vraye pour tous les plans poiliblcs. 

XV. Conrtdérons donc un plan quelconque qui partie par le point 

O, & qui coupe le plan AOB par la droite OS, faifanr avec OA 
l’angle AOS ZZ £ & que ce plan (bit incliné au plan À 0 13 vers B 
de l’angle z^ »)■ Il s’agit donc de trouver la dillance du point Z à ce 
nouveau plan, Pourcet (effet, ayant tiré YP à OS, perpendiculaire, 
on aura OP zi .** cof^—f“ y finç’ & YP “ y cof£ — x fin^, 
Que ce nouveau plan coupe la droite Y Z au point Qj & QP étant 
perpendiculaire à OP, l’angle Y P Q_ fera la mefure de l’inclinaifon, 
& partant Y P Q^— »)■ .Donc Y zz (y co — x fin rang 
& de là]QZ~s — (y eof ^ — .r fin£) tan g jj, Maintenant, tirant 

Z R perpendiculaire à PQR, elle fera perpendiculaire au plan pro- 
po(c; & â caufe de l’angle ZQR z^: po° — ij, on aura ZRzz QZ. 
fin ZQR zz Geofïj — y coC£ fin») — x fin g fin ïj. 

XVI. Or cette ligne Z R exprimant la dillance du point Z au 
plan propofe, le moment du corps par rapport à ce plan, à caufe des 
angles & »j conftans, fera 

cofï). /WM — eof g fin ij fyd M fin ^ fin f) fx JM 

& puisque /WM — M /, fyd M ZZ M^v fzd M " M/ 1 , ce 
moment s’exprimera en forte 

M h eof») — M^- eof £ fîn ij -f- M/fin ^ fin jj. 

.Mm. it FAtU Tom. XIV. S Mais, 
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Mais, fi nous menons du poinr I une perpendiculaire au Dlan propofe 
OPQj nous la trouverons par un fèmblable raifonnemcnr en em- 
ployant les lerrrcs/, g, A, au lieu de y, n, exprimée en forte 

h cof jj — g cof g* fin jj — f— f fin g fin jj 

laquelle étant mulripliée par la mafTedu corps M, donne un produit égal 
au moment du corps par rapport au plan propofé OPQ^ 

XVII. Voilà donc cette vérité rigoureutèmenr démontrée; qu’il 
y a dans chaque corps un point de telle nature, que le momenr du 
corps par rapport à un plan quelconque eft toujours égal au produit 
de la mafie du corps par la diftance dudit point au même plan. Donc, 
pour trouver un tel moment, on peut toujours confidércr toute la 
maffe du corps comme réunie dans le ccnrre d’inerrie, puisqu’ alors 
la mafie mulripliée par la diftance de ce point au plan donne le momenr 
du corps par rapporr à ce plan. Comme la connoiflhncc de ces mo- 
mens eft d’un très grand ufàgc dans la Mécanique, il eft de la demiere 
importance de connoitre ce centre d’inertie de tous les corps, dont on 
veut rechercher les mouvemens; & c’eft un article très effentiel qui 
appartient à la connoiflance mécanique des corps. 

XVIII. Si le plan auquel on veut rapporrer le corps, pafle par 
fon centre d’inerrie, le moment du corps par rapporr à ce plan elt 
• — o. Ou bien le corps en efl: partagé en deux patries , dont les mo- 
mens par rapport à ce plan font égaux. Donc, fi l’on fair palier les 
trois plans AO B, A O C , B O C, que j’ai employés ci - deftus pour 
ccttc recherche, par le ccnrre d’inertie même du corps, de forte que 
ce centre fe trouve au poinr O, les trois coordonnées OX ZZ x. 
XY ZZ y j Y Z ZZ s, qui dérerminent le lieu de chaque élémenr du 
corps â M luppofé en Z, ont cette propriété très remarquable, que 

JxdM ZZ o ; fydM — o, /WM ZZ o. 

C’eft à dire, la fomme de tous les produirs de chaque élément du 
corps par chacune de fos trois coordonnées fe réduit à rien; ou bien, 

chacu* 
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chacune de ccs trois fiunines contient autant de produits natifs que 
d’a&rmatifs. L)’où l’on voit que le centre d’inertie fè trouve au de- 
dans du corps , qu’on peut nommer le milieu mécanique du corps. 

XIX. C’efl: une retiré auflî importante que remarquable, qu’il 
y a dans chaque corps un tel point, que je nomme fon centre d’iner- 
tie, & qui eft d’ailleurs connu fous le nom de Ton centre de gravité. 

Mais, puisqu’il lui efl: également eflcnticl, quand même il n’y auroic 
point de gravite, & qu’il dépend uniquement de Ton inertie, cerre 
rai Ton était fuffifènte pour en changer le nom. L’idée des momens 
auxquels le centre d'inertie fc rapporte, a auflî quelque choie de lin- 
gulier; puisqu’on confidérant les malles mêmes, il n’efl: pas pollible 
d’allîgner dans tous les corps un tel point, par lequel tous les plans 
tirés les partageroient en deux parties égales. Car, quoique trois plan?, 
dont chacun divilè le corps en deux parties égales, Te croifcnr dans 
un point, il ne s’enfuit pas que d’autres plans, qu’on feroit pafler par 
le même point, diviferoient aulfi le corps en deux parties égales, com- 
me nous avons vu que cela arrive à l'égard des moments. 

XX. Tant que le mouvement d’un corps efl: progreflîf, ou que fa momnu 
tous fes élémens fc meuvent à chaque inftant avec des viteffes égales d'inertie dm 
félon la même direction, il n’y a que le centre d’inertie avec la malle corps /or 
du corps, qui entre dans la détermination de fon mouvement, de quel rapport à 
que façon que la matière foit diftribuée par l’étendue du corps. Mais,*"** % Kf - 
quand le corps fo meut en tournant autour d’un certain axe, il ne fof- 

fit pas qu’on lâche fon centre d’inertie; il y a encore une relation 
tour à fait particulière dont la détermination du mouvement dépend. 

C’efl: ce que je nomme le moment d'inertie du corps, par rapport i 
Taxe, autour duquel le corps tourne, & qui efl: la fomme de tous les 
produits qui réfultent en multipliant la mafle de chaque élément du 
corgs par lequarré de fa diftance à cet axe, ou bien à une ligne droi- 
te quelconque, qu’on regarde comme l'axe autour duquel Te corps 
tourne. 
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XXI. Puisque chacun tic ces produits élémentaires renferme le. 
quarré d’une ligne, aucun ne fauroit jamais devenir négatif : & par- 
rant le moment d’inertie d’un corps par rapport ù une ligne eft tou- 
jours pofttif, & d’autant plus gr^nd que la ma/Te du corps cft grande, 
& que fus parties /ont éloignées de cette ligne. Il cft donc, nécc/Iaire 
de connoiirc tous les momens d’inertie d ’1111 corps par rnpporr à tou- 
tes les lignes droites, autour desquelles il pourroit tourner: & partant 
on demande une méthode, par laquelle on puifle aifement trouver 
tous ccs momens. Or, quoique le nombre de ces lignes foit infini, 
je ferai premièrement voir, qn’il fuftir d’avoir trouve ccs momens 
d’inertie par rapport aux lignes droites qui pafient par le centre d’iner- 
tie du corps ; enfuite, je montrerai qu'il fu/Tit de connoitre feule- 
ment trois momens d’inertie par rapport à trois certaines lignes qui 
jpaflcnr par fon centre d’inerrie, & que de ceux-ci il cft enfuite fort 
aifé de conclure les momens d’inertie par rapport à toutes les lignes 
poffiblcs, quelque pofition qu’elles ayent à l’égard du corps. 

XXII. Je dis donc premièrement, que connoiflant le moment 
d’incurie d’un corps par rapport ù un axe JD, qui psfîc par /ou centre 
d’inertie 1, il cft aifé d’en trouver le moment d’incrric du même corps 
par rapport ù une aune ligne droite O f J’, parallèle ;'i l’axe 1 D. Car 1 , 
/bit un élément du corps, dont la ma fie ~ rfM en Z, d’où l’on rire 
ru plan IDOT la perpendiculaire Z Y; 6c de Y la droite YXV, 
perpendiculaire aux lignes I D & O T. Qu’on nomme I X ~ x, 
XY —y & YZ“ s, Ôt puisque I eft le centre d’inertie du corps, 
on aura, par ce que je viens de démontrer, fjcdM — o, JydM m o, 
& Jz-dMzzo. Or la droite XZ “ VO'J - h Sî ) marquant la 
dtftancc de I’clémcnt du corps d M en Z à l’axe 1 1), le moment 
d’jncrcie du corps par rapport à cet axe fera ~ fd M (yy — }— as), 
en étendant cette intégrale par toute la ma/Te du coFps. Donc, la va- 
leur de cette intégrale ,/VM {y y -j- sa) cft fuppofée être connue. 

XXIII. Soit maintenant la diftance entre les deux lignes parallèles 

ID & OD, favoir l’intervalle IO~XV“r, & on aura la diftan- 

^ “ « 
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ce de l'élément du corps dM en Z à la ligne droite OT, qui fera 
ZV ~ V( (i’-b-y) 2 ~h aa )> û caufe de V Y zz.e-py. Donc, le 
moment d'inertie du corps par rapport à la ligne OT devient ” 

P M ( -H sa) — fd M (e e -+- a ey ~Pyy + t=) rn 

feed M — f— lefyd M — (— /l/M (_yj —J— 2 . a). Or, pofànt la ma fie 
entière du corps ~ M, on aura feed M — & à caufe de 

jyd M ~ o, le moment d’inertie du corps par rapport à la ligne O T 
étant “ Mrr — J— /V/M {y y fùrpaflc toujours le moment 

d’inertie par rapport à Taxe I D; & l’excès cil égal au produit delà mafle 
du corps M par le q narre ee de la diftance entre les lignes ID & O T. 

XXIV. De là on voit que fi l’on confidere les momens d’inertie 
d’un corps par rapporta une infinité de lignes, qui font toutes paral- 
lèles entr’cllcs, le plus petit de tous ccs momens fera toujours celui, 
qui répond à la ligne qui pafle par le centre d’inertie du corps: ce qui 
eft une propriété bien remarquable de ce point. La recherche des 
morne ns Jd’incrrie d’un corps fe réduit donc aux feules lignes qui pas- 
fènr par fbn centre d’inertie, de forte qu’ayant trouvé rous ces momens 
d'incitie, on en peut déduire aifement les momens d’inertie par rap- 
port ù toutes les lignes polfibles. Car, quelque ligne qui puifle être 
propoféc, on n’a qu’à lui tirer une parallèle par le centre d’inertie, 
dont Timcrvallc fôir ~f. Qu’on prenne enfuite le moment d’inertie 
par rapport à cette ligne tirée par le centre d'inertie, 6t qu’on y ajou- 
te le produit Mrr, pour avoir, le moment d’inertie par rapport à la. 

1 gne propofée. 

XXV. Mais la recherche des momens d’inertie par rapport à 
toutes les droites qui paflenr par le centre d’inertie du corps, deman- 
derait encore un travail infini, s’il n’y avoir point quelque rapport cn- 
tr’eux, de forte qu’en connoifiant quelques uns, on en puifle détermi- 
ner les autres. Pour découvrir un rel rapport, confidérons la chofe 
en général, & fuppofons que nous connoifïons les momens d’inertie 

d’un corps par rapport à trois axes IA, IB, IC, qui fe croifènt Kg. 4'. 
perpendiculairement entr’eux au centre d’inertie du corps I. Enfuite, 

S 3 voyons 
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voyons ce qu’il faudroit connoitre au delà pour déterminer le moment 
d’inertie du mime corps par rapport à tout surre axe IF, qui pafTe 
aufït par le centre Pineriie I. Pour cet effet, foit un élément quelcon- 
que du corps, dont la mufle “ « J M en 7, d’où l’on tire au plan 
AI B la perpendiculaire Z Y, & de Y à l’axe IA la perpendiculaire 
YX. Alors, nommant les coordonnées IX“jr, XY “y, YX—^ 
je fuppofe qu’on connoiffe à chaque point déterminé par ces coordon- 
nées l’élément de maflc </M qui s’y trouve. 

XXVI. De là il efl: évidenr, que le moment d’inertie du corpt 
par rapport à l’axe I A fera — fu M (y y z z) par rapport à l’axe 
IB ” /i/M (xx— sisf), 6c par rapport a l’axe I G rr/t/M (xx -(—y y). 
Donc, polànt les intégrales fuivantes étendues par toute lafubftance dn 
corps, 

/\r r ^ M “ A, fy y à M n: B, fz % à M ~ G 
les momctis d’inertie feront déterminés enforte : 

Mom. d’inertie par rapport à l’axe I A “ B -4- G 

Mom. d’inertie par rapport à l’axe I B ” A — j— G 

Mom. d’inertie par rapport à l’axe I C zz A-f-ES 

d’où nous connoiffons d’abord cette belle propriété, que chacun de 
ces trois momens d’inertie eft plus petit que la fomme des deux autres, 
puisque les quantités A, B, C, font néceffairement pofitives. 

XK VII. Pour la pofition d’un autre axe quelconque IF, qui pas- 
fe auffi par le centre d’inertie I, qu’on conçoive un plan perpendicu- 
laire au plan ABC, dans lequel fo trouve cet axe I F, l’interfééHoa 
avec le plan ABC étant la droite IE, & foient les angles AIE~»j, 
E I F “ 6. Qu’on mene de Y à la droite I E la perpendiculaire Y P, 

6c on aura IP“Jrcoft] —H Hn »j, & PY”ycof>] .rfini). 

Qu’on tire de P la droite P K parallèle & égale à YZ"î., laquelle 
fe trouvera dans le plan EIF, & coupera la droite IF quelquepart 
«i de; forte que 
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P Q^rr I P. tang 9 ZZ (r cof , — | — jy fin tj) rang 9 & 

I Q^ZZ I P : cof 9 — ( x coftj — (— y fin tfi: cof 9 
donc Qjl zz * (*■ coftj — |— y fin tj) rang 9. 

Baiflbns enfin de R fur" IF la perpendiculaire RS, & puisque ! angle 
QJ* S zz F I E zz 9, nous aurons, 

RS ZZ QJR cof 9 zr scof9 — (Acoftj— f-jfintj)fin9, & 

QS ~ QR fin 9 ZZ afin 9 (jr coFïj — ! — j fin tj)fin 9 2 ; cof 9 . 

Ajoutons y 1 ( rcoft) — y fin tj) : cof 9, & à cau£è de 

fin 9' 


i un o rû 

rârl — côrT — co 9 ’ 


nous obtiendrons : 

IS ZZ o fin 9 •+* (.r cof, — jyfintj) cof 9 . 


XXVI11. Maintenant ces trois lignes 

I S — a fin 9 — |— (x cof») -\—y fin tj) cof 9 

S R ZZ acof9 (-r coftj — ] — jy fin tj) fin 9 

R 7. zz P Y zz y cof , — x fin tj 

étant perpendiculaires cntr’cllcs, parallèles à des direéHons fixes, 
dont l’une eft le nouvel axe 1F, une autre perpendiculaire à IE dans 
le plan AI1Î, &. la rroifième perpendiculaire aux deux autres, & par* 
tant au [fi donnée; on les peut regarder comme trois autres coordon- 
nées parallèles à trois autres axes perpendiculaires entr'enx. De là la 
droite ZS exprimant la difiance du point Z à Taxe IF, le moment 
d’inertie du corps par rapport à cet axe fera 

/VM(RZ 2 + SR 2 )— /JM ((ycftj-Afn tj) 2 f (a cf9-<Acftj-f-jfntj)fn9) 2 ) 
qui lè réduit à cette forme 

/<ÆVÎ-f ^ xx ^ nr l* +yy c fy * + Z!> cf9 * — zxy fnt] cfij — zxz cf, Û 1 Ô cf9 — a yz fii,£h9cf91 
[+*jrcfi) ï fii9 a -iy)£r., ! fn9 a +2Jyfit,cfi|ih9 a J 


XXDC 
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XXIX. Ayant fuppofê A, f yy m=B } fzztIMzz C, 

fi nous fuppofons de plus les intégrales fuivaiiies prifcs par tuure l’é- 
tendue du corps: fyzdM “ D ; fxzüM.-zz E ; f xyâ M “ F 
le moment d’inertie du corps par rapport à Taxe I F fera 

* fe fîj - fn !) 2 )fB (e fij 1 jfnf) - fn$ 1 )• Ce fi) 3 - 2 fh9c 0-2 Ecfi; fh-9cl3- z Fir.->|cfi|cft/ 1 

Donc, fi nous lavions, outre les -moments d’inertie par rapport aux 
axes IA, IB, 10, encore les valeurs des intégrales D, F, F, nous 
ferions en état d’alfigner le moment d’inertie du corps par rapport à 
tout autre axe IF tiré par le centre d’inertie, ôc partant auili par 
rapport à toutes les lignes droites. 

XXX. Mais, pour rendre celte méthode encore plus fimple, & 
pour éclaircir mieux la théorie des momens d’inertie, il eft bon de con- 
sidérer plus en détail les momens d’inertie par rapport à tous les axes 
tirés parle centre d’inertie, lit dîibord, je remarque, puisqu’ aucun 
-de ees momens ne fauroit devenir infini, ni évanouir, qu’il doit y 
«avoir parmi eux tant un plus grand qu’un plus petit; & il cft impor- 
tant de connoitre parmi eette infinité d’axes celui auquel répond le 
moment le plus grand, de même que le plus petit, l'nfuitc, en rc- 
flêchifïant fur l’ufdge dans la Mécanique, on fait que le corps ne fim- 
roit tourner librement, qu’autour d’un tel axe, par rapport auquel 
toutes les forces centrifuges des clémens du corps Ce décrûrent mu- 
tuellemenr. Or l’une & l’autre de ccs deux conditions reviennent au 
même ; ce qui cft encore une très remarquable propriété dans la théorie 
des momens d’inertie. 

XXXI. Pour prouver cette belle harmonie, cherchons première- 
ment quelle pofition doit avoir l’axe 1F, afin que le moment d’iner- 
tie qui lui répond fôît, ou le plus grand, ou le plus petit. Pour cet 
effet, on n’a qua différencier la formule trouvée pour le moment 
d’inertie par rapport à l’axe I F, en fuppofant les angles & 0 variables, 
& à égaler les différentiels à zéro: Or U variabilité de l’angle i) nou» 
fournit cette équation: 

* « A 
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s A (fini) cofjj — finij cofî] finfl 1 ) -f 2 B (fin»] cofjj'fintf 3 — finJjcofi»]) 
—îDcofi) finfl cofifl -f zEfintjiînôcofô — 2 F(cof»]* — fin»]*) cofifl 3 “© 
qui fi: réduit à cette forme: 

Afn»jcfi|cfô 2 — Jlfiujcfijcfs* — D cfijfiîflcffl-j- Efiujfnflcffl — F(cf»j* — fn»j 1 )cfo 

Mai» la variabilité de l’angle fl donne cette équation 
2 Acofi) * finfleoffl-fi 2 Bfi ni ] 7 finfl colfl — 2 Ctinflcoffl — aDfinr^coflS 2 — fin fl E ) 

— 2 Ecof»] (cofifl* — finfl*) -f 4Ffin»jcof)]finô cofifl ~o 

ou bien celle-ci: 

Acof»j 3 fm 5 cofifl 4 - Bfin») 3 fmfl cofifl— C finfl cofifl — D fin») (cofifl 1 — finfl*) 

— Ecofi») (cofifl* —finfl 1 ) -f- aFfini] cofi») finfl cofifl — o 

De ces deux équations on déterminera les deux angles tj ôc fl, Sç 
partant la pofiition de l’axe IF, pat rapport auquel le moment d’inertie 
cft, ou le plus grand, ou le plus petir. 


XXXII. Voyons maintenant, aufiî quelle doit être la pofiition de 
fiaxe I r', afin que le corps puifle tourner librement autour de lui , ou 
que les forces centrifuges des élémens du corps fc détruifenr mutuel- 
lement. On fait que la force centrifuge de l’élément JM en Z cft 
proportionnelle au produit de fit mnffie JM par la diftancc Z S de 
l’axe IF, ou bien à Z S. JM, 6c qu’elle agit félon la direction S Zr. 
Décompofiuns cette force félon les dire étions SR, 6c R Z. 6c nous 
aurons la force félon SR ~ SR. JM, 6c félon RZ ~ R Z. JM, 
Ces deux forces étant en deux plans fixes, il faut que les unes 6c les 
autres fe détruifenr feparémenr, 6c non fèulemenr les forces mêmes, 
mais aufiî leurs moments. Or, puisque SR ~ s cofifl — (-vcfifh fin»]) finfl 
6c RZ := P Y “ ycoCr\ — ce fin»], il eft évident qu’il y aura, 
tant y S R. JM “ o, que /R Z. JM “ o .puisque nous 
avons déjà, par la condition du centre d'inertie' I,- fx JM o, 
fy JM — o, fz JM “ o. ... 

:• Mtm.it tAui. Tom.XlV. T XXXIII. 


T 
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XXXIII. Il rcfte donc que les momens suffi de ces doubles for- 
ces fc dérruifenr munacllcmcnr. Rapporrons ces inomcns au point 
fixe I, ou multiplions les forces trouvées & appliquées au point S 
par la diftance I S ~ s fin 0 (rcofi) — t-jfinij) cofiî, & il 
faudra qu’il provienne tant /SR. IS. ^M“o que /R Z. IS. //M — n. 
Voilà donc deux équations pour la détermination de Taxe IF, qui, en 
fùbftiruant les valeurs alfignées, feront 


r GifhOcfiS-xjvcfi) 2 fiiôcfô-jt) fî;ij 2 fhScf 8fx 2,cf»jcf0 3 fy«fnt)cfÜ 2 -2 rj fhi)cfi)fn5cf 0*1 

-xecfijfnO 2 -je (ht) fi 18 2 

& 

— xxfiiî;cfi)cf8 + jjfntjcfTj cfi8 — xsfn^fnô -}- jscfrçfinS -f -rjcof^cofS"!, 
], — xj fin i) 1 cofôj 


0 


:o 


Il faut étendre ces deux intégrales par roure la fubftance du corps pour 
avoir deux équations finies, d’où l’on puifle déterminer les deux an- 
gles t) & 8. 


XXXIV. Puisque les angles t) & 8 font conftans, nous n’avons 
qu’à mettre pour les formules intégrales fxxd M, fyyd M, &c. 
les valeurs fùppofcs, & nous obtiendrons ces deux équations finies: 

— Acofij 3 fin 8 cof8 — B fin 7] 2 fin 8 cof8 -f C fin 8 cofiS 
-f-Dfin»)(cof8 2 — fin8 2 )-}-Ecofi) (cof8 2 — fîn8 2 ) — 2Ffint)cnfi)fin9cof8- ï ~n 
•— Afrjjefijcffl *fBfni)cfijcf8 -f-Dcfi)fn8 — Efnt)fii6-{- F(cfi) 2 — fnr gN cffl — o, 

lesquelles conviennent parfaitement avec les deux équations trouvées 
ci-defTus. Donc les axes, autour desquels un corps peut tourner li- 
brement, ont en même tems cette belle propriété que , pal rapport à 
eux, le moment d’inertie du corps eft, ou un plus grand, ou un plus 
petit. Il eft donc de la demiere importance de connoitre ces axes 
dans chaque corps; & je les diftinguerai des autres par le titre à' axes 
principaux du corps. 


XXXV. 
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XXXV. Les axes principaux d’un corps font donc de certaines î.ts » xts 
lignes droites, qui paffent par le centre d'inertie du corps, autour des- 
quelles le corps peut tourner librement, de forte que les forces ccn- n w,Ff * 
trifnges des élémens du corps fe détruifènt mutuellement ; & qui ont 
encore en même tems cette belle propriété, que les momens d’inc.tie 
par rapport à ces axes font, ou un maximum , ou un muAmtfm. Par 
cette derniere propriété on comprend qu’il y a dans chaque corps au 
moins deux axes principaux; car, puisque de tous les momens d’iner- 
tie rapportés à des axes qui pafTent par le centre d’inertie, aucun ne 
fauroit devenir, ni infini, ni évanouiflànt; il faut bien, que parmi eux 
il yen ait un, qui fbit le plus grand, & un qui foit le plus petit. Mais 
on verra dans la faite, qu’il y a effectivement dans chaque corps trois 
axes principaux , qui Ce croifènr au centre d’inertie à angles droits; 
ce qui elt une propriété aufli remarquable, que celle que nous ve- 
nons d’obferver. 


XXXVI. Donc, pour trouver les axes principaux d’un corps, 
nous n’avons qu’à réfoudre les deux équations, auxquelles nous avons 
été conduits par l’une & l’autre con fi dération, & à en déterminer les 
deux angles AIE ~ i) & EIF — 0, en regardant les fix in- 
tégrales comme connues: 

fxxdM— A; fyyà M— B, yWM = C; fxzJMz =E, fxyâ M~F 

Or nos deux équations à réfoudre font: 

I. (A — B) fintj cofî) cof0 — „(Dcof»j — Efinij) finé — F^ofij* — fini]*) cof0~o 

II. (Ac fi] 2 fB fn»j 2 )fa5cfê - CfaScfê- (Dfa»]fEc f»])(cfl3 2 -fnê 2 )+cFfii»]c fi] faOcfÔ ~o. 

dont celle-ci, à caufo de fin0coi(î~£fin20 & cofô a — linS’zzcofaé, 
fe réduit à cette forme : 


II. (Acof»; a +Bfini] 2 )fin 20 — Cfmad— - 2(DIin-J-Fcofi))cofîé-|-2Ffini}cofi)fin2Ô: 
La première donne d’abord la tangente de l’angle $ 

(A— B) lioi] cof»j — F (cofij* — fin»] T ) 

' ■•'■•Dtcoft); — S bnn ■ 

Ta & 


tangô zz: 
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6c la féconde la tangente du double angle : 

. 2 D fin q — i— 2 E cofq 

tan g - Acofij 2 -f- Bfinq* — C — (— 2Ffînq cof»j* 

XXXVIT. Or, puisque tang 5 cot 0 —J— 2 cot 2 0 ~o, 

nous en tirons cette équation : 

(A — B'finqcol))— F(cofîij s — fin)} 5 ) Dcofq -f F, fin 15 

Dcoiq — Ëfini) (A — B)fni))cofi>j— F(eofi) 3 — fin*} 2 ) 

A cof»} 2 -f B finq 2 — C 4- 2 F fin*} coPt; 

15 Tmq -j- cOiJj 

6c joignant le premier & dernier membre enfcmble, on trouve 

(AD-CD -E F)cf^(DF- BF.KEYm ; D cofi) + Efmq _ __ 

(D cofïj ■ E fin 15) (D fin») f E cofq) (A-B)fii^cf^* l r cfî] a H-Ffriij 3 ° 

& pofant rang»} ~t il en réfulte cette équation cubique; 
f 3 (DFF- DEEf (C - B}EF) - it(?J - -DDE + EFF+ (B t C- 2 A)DFf (A • B)(B-C) E) 
- /(D 3 • aDEE+DFFt (Ai C- - B)EFI (A- B)(C A ,D) i EFF- DDEfJC- A)DF — o 

dont la racine donne la tangente de l’angle rj. De là on trouvera auili 
l’angle 6, & partant la pofition de l’aüe IF fera déterminée. 

XXX Vllï. Puisque cetrc équation cubique: 

-J- (DFF — DEE + (C — B) EF) t 3 

— (EFF + E 3 - -DDE + (R -j- C — 2 A) DF -J- (B— A)(C— B)E) 1 1 

— (DFF-i-D 3 — 2 DEE + (A + C — 2 B) E F + ( A— B)(C— A)D) t 
-J- EFF — DDE + ( C — A) D F — o 

a certainement une racine réelle, on en trouve un axe principal: pour 
les deux autres racines, il ne paroit pas de l'équation, fi elles font 
réelles, ou imaginaires. Mais, puisque nous favons déjà qu’il doit y 
avoir au moins deux axes ‘principaux* cette équation aura néceflaire* 

mène 
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ment plus qu’une racine réelle. D’oû il eft certain que tontes les ra- 
cines font réelles ; 6c puisque chacune indique un axe principal, il 
s'enfuit, qu’il fe trouve dans tout corps trois axes principaux. 

XXXI X. Mais, ayant trouvé un axe principal par la méthode 
précédente, il fera fort aifé de trouver les deux autres [Kir la métltude 
fbivantc. Soit IA cer axe principal, qu’on aura déjà trouvé, 6c 
qu’on en prenne à volonté deux autres 13 Ôt IC, qui foient ranc eu- 
tr’eux qu’au premier IA perpendiculaires, pour y rapporter les élé- 
mcris du corps par les trois coordonnées IXzr:.*", XYzj 1 ) 6c 
YX zzs. Soit encore fxxrfM~A,fyyrfM—& 6c /s 2 i/M“C, 
où il ne fanr pas confondre ces 'lettres avec celles, que nous avons 
employées dans la recherche précédente. Maintenant, puisque IA 
efr un axe principal, 6c que les forces centrifuges fc détruifent mutuel- 
lement, lorsque le corps tourne autour de cet axe, il faut que les hv 
tégralcs fy x r/M 6c fxzd M évanouiflenr. Donc, dans les inté- 
grations précédentes, nous aurons E~o 6t F”o; mais laformu- 
le fyzJ M~D pourra encore avoir une valeur finie. 


XI.. Snppoiàm donc que I A efr un axe principal du corps, 
foit IF un autre axe principal; 6c pofant, pour en trouver la pofition, 

les angles AI K TU >) 6c El F ; 1 fl, nous aurons par le même cal- 

ail dont nous nous fouîmes fervi ci-deflus, à caufo de E“o Ôc F — o, 
ces équations : 

t 

I. (A — B)fînfj coftj coffl Dcofij finô“o 


II. (Acofij 3 -f Bfmij 2 )/În0cof0 — Cfinflcof0 — Dfimj(cof0 2 — fin0 2 )“o 

dont la première donne, ou cofj) ~ oj ou rang fl — (A — - 3) fînj^ 

Or cette dernière valeur étant fubftituée dans l’autre équation, en pro- 
duit une, qui étant divifible par D fin»; donne (A— BXA— C)— DDrro 
qui ne détermine rien. Il faut donc qu’il foit, ou fin i\ rr o ou 
cofq “ o. Mais la valeur fin») ~ o donne autli tang 0 “ oj 

T 3 ce 


F‘S- 4. 


ce qui conduit au même axe I A déjà connue. Il ne rcfte donc que 
la valeur cof»; ”o, d’où l’angle Al li devient droit. 


XJLI.' 11 eft donc clair que, pour que l’axe IF fuit aufli principal, 
l’angle AIE doit être droit, ou ce qui, montre, que l’au- 

tre axe principal 1 F eft perpendiculaire à l’axe connu IA. Or, pofant 
ij“9O 0 } (autre équation qui devitnt^B— C)fhÔcfÔ— D(cft — Cità 2 ) — o 


donne rang 2 6 



Cette équation fournit une double 


valeur pour 1 angle 6; car, fi l’une eft l’autre fera -f 90°: 

de forte que voilà en rout trois axes principaux qui font perpendicu- 
laires entr’eux. C’eft bien un paradoxe, puisque la condition du plus 
grand & plus petit femble ne devoir donner que deux axes principaux, 
à l’un desquels réponde le plus grand, & à l’autre le plus petit mo- 
ment d’inertie. Mais on fait que la méthode des plus grands & plus 
petits donne fouvent aulfi des .cas, qui ne font, ni l’un, ni l’autre; 
pourvuque les changemens élémentaires y évanoui/Tent ; &, c’eft ici 
précifëment le cas, 


XLII. Voilà donc une vérité bien importante, qui eft, que dans 
chaque corps il y a trois axes principaux , qui fe croifent à angles 
droits dans le centre .d’inerfie. Ces axes principaux ont une double 
propriété fort remarquable; î’unc, que le corps peut Tourner libre' 
ment autour de chacun d’eux; l’autre, que des momens d inertie par 
rapport à ces trois axes, un cil: le plus grand, un autre le plus petit de 
tous les potfîbles, & le troifième tient un tel milieu entre les deux au- 
tres, que, quoiqu’on change l’axe infiniment peu, le changement qui 
en réfulte dans. le moment d’inerti a, évanouïire. Cependant il peur arri- 
ver que deux axes deviennent indéfinis, auquel cas tous les axes fitués 
dans leur plan peuvent être également cenfés principaux ; comme ù 

2 D 

dans la formule rang : 8 r: ^ devenoic & D~o & 

B“'C. ■' Caif alors l’angle 0 ponrroit erré pris à volonté. Tl peut 
même aulfi arriver que 'toutes les lignes tirées parle centre d’inertie 

acquier- 
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aequierrenr la propriété des axes principaux } comme dans un globe 
homogène. 

XUïI. Ayant expliqué la méthode de déterminer les trois axes trai f 
principaux de chaque corps, on les peut regarder comme connus dans 
la Mécanique, de meme que les momens d’inertie par rapport à ceSpanx. 
axes, que je nommerai les trois momens principaux <f un corps. Et 
alors on fera en érar d’entreprendre les plus profondes recherches, 
dont on ne fauroir furmonrer les ob'laclcs fans ce fecours. Puisque 
les trois axes principaux font perpendiculaires cnrr’cux, il fera bon de 
les employer au lieu des trois diredriccs, auxquelles on rapporte les 
clcmcns du corps par le moyen de trois coordonnées qui leur font pa- 
rallèles. Soienr donc pour un corps quelconque les droites IA, IB 
& I C, fiés trois axes principaux, auxquels fuient parallèles les coordon- 
nées XYz ~y & YZ,— s, qui déterminent la pofition 

de l’élément ii M fitué en Z; ôcon pourra regarder cet clément com- 
me connu à l’égard des trois coordonnées x } y, c, auxquelles il eit 
rapporté. 

XLIV. Puisque les lignes IA, 113, IC, font les axes principaux 
du corps, ks intégrales J y % d M, J x e, à M, fx y i/M évanouïffent, ou 
l’on aura dans les formules fupcncures D ~ o, E ~ o, F ~ o, de 
forte que les trois autres fxx fyyd M~B, & .&&=-/ M — C 
demeurent feulement dans le calcul. Or, pofànr la mafïè du corps 
“M, foient fès momens d’inertie principaux par rapport à l’axe 
IAzzM</ff, à l’axe IB “MW, & î l’axe IC~Mcrj &. on aura 
par les intégrales 

M** — B-j-C; MW — A -f- C; Mer “A — B 
& partant réciproquement : 

M (hb -j- fc— vw), B ZZ ï M (/ta-^cc—bV ) j C ~ { -rr) 

De 
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De là le moment d’inertie par rapport à un axe quelconque ï F déter- 
miné par les angles AIS~ij & EIF ~ô fera par le f. ay. 

|M (bb f cc - aa)(ü ni) 4 f cofi| * finô 3 ) -f % M (aa\cc - bb) (cofjj * f fini) 4 finô * ) 
-p pM (aa-^-bb — cc) coCÙ 1 
qui (ê réduit à cette forme plus fimple, 

M/i/icofy* cofô 2 -j- Mi/fin)) 2 cof8 2 -f- MrrfinO* 

XLV. Ayant donc rrouvé les rrois momens d’inertie principaux 
M bb % 6c Mer, d’un corps, il cil fort aifé d’en détermirer le 
moment dîner tie par rapport à tout autre axe quelconque IF, tiré par 
le ceotre d’inertie. Er pour rendre cette détermination plus évidente, 
j’obferve que coft| cof? exprime le cofinus de l’angle, que fait Taxe 
ÏF avec le principal I A. De même fini) coftf exprime le colinus de 
l’angle, quefaitfaxe IF aVec le principal IB; & fin 3 le cofinus de 
fangle que fait Taxe IF avec le principal IC. Donc, fi nous pofons 
lcsangles AIFrza; BIF~£: CIFmy, que fait l'axe ÏF avec 
les trois axes principaux IA, IB, IC par rapport auxquels les mo- 
mens d’inertie font luppoles Mffir, Mbb f Mc.-, le moment d’inertie 
par rapport à Taxe IF efh zz M n n cofa 4 + M /• cofh 3 -j- M c c cofy 4 . 
Qù il faut remarquer que cofa 4 -|- cof^ 2 -f cofy 4 zz i, puisque 
cofa ~ cof»] cofô, cofo m fin i) cofS 6c cofy zz fin S. Donc, 
fi M/t-i eft le plus grand, Mer le plus petir, Ôc Mb b le moyen mo- 
ment principal; le moment d’inertie par rapport à l’axe IF fera zz 
M/T/i — M(w<7 — b b) cofo 4 — M (aa—cc) cofy 2 , 6c partant moin- 
dre que Ma^, ou zz Mcr-f 'rr)coIà 2 -(-M(/ïfl— bb)coCS* <t 

& partant plus grand que Mer., 

XLVI. Fnfuite, on peut auflî voir combien il s’en faur, qu’un 
axe quelconque I F n’ait la propriété d’un axe principal. Car, 
pour qu’il fût tel, îllfaudroit qu’il fut tant /SR. IS. tJM zz o, 
, que /R Z. IS. t/M zzo. Or, • à caufe de D — o. E zzo. F zzo, 
bous avons par le §. XXXIV, 

/SR. 
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/SR. IS. ~ (C — A cof i)’ — • B fin r { *) fin £1 cofô & 
/R Z. JS. JM zr (B — A) fini) cof»j cofô, 

5c fubfîituant pour A, B, C, les valeurs des momens principaux, 



D’où l’on voit, que, fi les trois momens principaux font égaux entr'eux, 
ou an — bb — cç t toutes les lignes IF auront la propriété des axes 
principaux. Mais, s’ils font inégaux entr’eux, il n’y a que les trois 
axes principaux IA, IB & IC. 

XLVn. Si deux momens principaux (ont égaux entt’eux, lavoir 
M bl> — M a a , l’axe IF aura la propriété d’un axe principal, pourvu 
qu’il y ait cofy “ o ou $ zz, o. Dans le cas donc que les momens 
d’inertie des deux axes principaux IA ôcIB font égaux enrr’eux, toute 
ligne IE tirée du centre d’inertie I dans le plan AIB aura la propriété 
d’un axe principal,' ôc à caufe de cofy zz o & cofa a — co ï(3 2 zz i, 
le moment d’inertie par rapport à toutes les lignes IE fera — M an 
— M hb. Il en cft de même fi deux autres momens d'incrric princi- 
paux font égaux entr’eux; & toute autre ligne tirée de I dans le plan 
de ces deux axes principaux aura le même moment d’inertie, & la 
propriété d’un axe principal. Il y a donc dans ccs cas une infinité 
d’axes principaux. Or, dans le cas où tous les trois moments d’iner- 
tie principaux font égaux entr’eux, toutes les lignes tirées du ccnrrc 
d’inertie foront des axes principaux. 



A/c/n, 4t fAêl Tom. XIV. 
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